
2.5 特性関数

確率変数X を考えます。X の特性関数とは

ϕ(ξ) = E[eixξ]

のことです。確率変数X が確率密度関数 f(x)を持つ場合、X の特性関数は

f̂(ξ) =
∫ +∞

∞
e−ixξf(x)dx

によって計算されます。3。ここで一般に、複素数値の関数

g(x) = g1(x) +
√−1g2(x)

の積分は、その実部 g1(x)と虚部 g2(x)を用いて

∫ b

a

g(x)dx =
∫ b

a

g1(x)dx +
√−1

∫ b

a

g2(x)dx

によって定義することに注意します。すると

eixξ = cos(xξ) +
√−1 sin(xξ)

が成立しますから

f̂(ξ) =
∫ +∞

−∞
cos(xξ)f(x)dx +

√−1
∫ +∞

−∞
sin(xξ)f(x)dx

を得ます。

具体的な確率密度に対して特性関数を計算します。

例 2.1. パラメータが nと pの 2項変数について考えます。すなわち P (X =
k) = nCkpkqn−k (k = 0, 1, 2, · · · , n) を考えます（q = 1− p）。このときX

の特性関数は

ϕ(ξ) =
n∑

k=0

nCkpkqn−keikξ

=
n∑

k=0

nCk

(
peiξ

)k
qn−k = (peiξ + q)n

3一般に、絶対値が積分可能な関数 f(x) すなわち
∫ +∞

−∞
|f(x)|dx < +∞

に対して

f̂(ξ) =

∫ +∞

−∞
eixξf(x)dx

は定義されて、関数 f の逆フーリエ変換と呼びます。
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と計算されます。

例 2.2. 母数が λ > 0の指数分布を考えます。その確率密度関数は

f(x) =





λe−λx (x ≥ 0)

0 (x < 0)

によって定義します。この確率変数の特性関数を計算しましょう。

f̂(ξ) = λ

∫ +∞

0

cos(xξ)e−λx +
√−1λ

∫ +∞

0

sin(xξ)e−λx

を計算すればいいので、実部と虚部の主要な部分をそれぞれ

I =
∫ +∞

0

cos(xξ)e−λxdx, J =
∫ +∞

0

sin(xξ)e−λxdx

と定めて、計算します。まず、I を部分積分することから始めます。

I =
∫ +∞

0

cos(xξ)
(
− 1

λ
e−λx

)′
dx

=
[
cos(xξ)

(
− 1

λ
e−λx

)]+∞

0

− 1
λ

ξ

∫ +∞

0

sin(xξ)e−λxdx

=
1
λ
− 1

λ
ξJ

から

λI + ξJ = 1

を得ます。他方、

I =
∫ +∞

0

sin(xξ)
(
− 1

λ
e−λx

)′
dx

=
[
sin(xξ)

(
− 1

λ
e−λx

)]+∞

0

+
1
λ

ξ

∫ +∞

0

cos(xξ)e−λxdx

=
1
λ

ξI

から

λJ = ξI

を得ます。この I と J の 1次式から

I =
λ

λ2 + ξ2
, J =

ξ

λ2 + ξ2

が従います。これを用いると

f̂(ξ) = λ(I +
√−1J) = λ

λ + iξ

λ2 + ξ2
=

λ

λ−√−1ξ
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と指数分布の特性関数が計算されます。

以上の計算では、複素数値の関数の積分を実部と居部に分けて行ないまし

た。実は、原始関数（不定積分）を複素数値で考えれば、より簡単に計算で

きます。

以下は一般的な設定で準備を行ないます。複素数値の関数

g(t) = g1(t) +
√−1g2(t)

の原始関数とは

G(t) = G1(t) +
√−1G2(t)

で

G′(t) = g(t)

が成立するものです。このとき

G′1(t) +
√−1G′2(t) = g1(t) +

√−1g2(t)

から

G′i(t) = gi(t) (i = 1, 2)

が成立します。このとき
∫ b

a

g(t)dt =
∫ b

a

g1(t)dt +
√−1

∫ b

a

g2(t)dt

= [G1(t)]
b
a +

√−1 [G2(t)]
b
a

= [G(t)]ba

から ∫ b

a

g(t)dt = [G(t)]ba

が従います。

他方 f(t)と g(t)が複素数値の関数とするとき、微分の公式

(f(t)± g(t))′ = f ′(t)± g′(t)

(f(t) · g(t))′ = f ′(t)g(t) + f(t)g′(t)
(

f(t)
g(t)

)′
=

f ′(t)g(t)− f(t)g′(t)
g(t)2

が実数値関数と同様に成立します。

以下 a, b ∈ Rとします。

eibt = cos bt +
√−1 sin bt

を微分すると

(
eibt

)′
= −b sin bt +

√−1b cos bt =
√−1b(cos bt +

√−1 sin bt) =
√−1beibt
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と計算されます。ここで α = a +
√−1bとすると

(
eαt

)′ =
(
eat · eibt

)′

=
(
eat

)′ · eibt + eat · (eibt
)′

= aeat · eibt + eat · √−1beibt

= (a +
√−1b)eat · eibt = αeαt

から公式 (
eαt

)′ = αeαt

を得ます。

ここで、再びパラメータ λ > 0の指数分布に従う確率変数 X の特性関数

を考えます。すなわち

f̂(ξ) =
∫ +∞

0

eixξ · λe−λxdx

= λ

∫ +∞

0

e(−λ+ξ)xdx

= λ

[
− 1

λ− iξ
e(−λ+iξ)x

]+∞

0

=
λ

λ−√−1ξ

と計算されます。ここで
∣∣∣e(−λ+iξ)x

∣∣∣ = e−λx −→ 0 (x −→ +∞))

から

e(−λ+iξ)x −→ 0 (x −→ +∞))

が従うことに注意します。

特性関数の性質について考えていきます。以下では、主に確率密度を持つ

確率変数について考察します。

独立な確率変数 X と Y があって、それぞれ確率密度関数 f(x)と g(y)を
持つとします。このとき確率変数 Z = X + Y の確率密度関数は

h(z) =
∫ +∞

−∞
f(z − y)g(y)dy
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と計算されます。このことを用いて、確率変数 Z の特性関数は

ĥ(ξ) =
∫ +∞

−∞
eizξ

(∫ +∞

−∞
f(z − y)g(y)dy

)
dz

=
∫ +∞

−∞
g(y)

(∫ +∞

−∞
eizξf(z − y)dz

)
dy

=
∫ +∞

−∞
g(y)

(∫ +∞

−∞
ei(z−y)ξeiyξf(z − y)dz

)
dy

=
∫ +∞

−∞
g(y)eiyξ

(∫ +∞

−∞
ei(z−y)ξf(z − y)dz

)
dy

=
∫ +∞

−∞
g(y)eiyξdy ·

∫ +∞

−∞
eitξf(t)dz = f̂(ξ)ĝ(ξ)

によって

ĥ(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ)

が成立することが分かります。

より一般には、独立な確率変数X1, X2, · · · , Xnの特性関数ϕ1(ξ), ϕ2(ξ), · · · , ϕn(ξ)
を用いると、確率変数 Z = X1 + · · ·+ Xn の特性関数は

ϕ(ξ) = ϕ1(ξ)ϕ2(ξ) · · ·ϕn(ξ)

と計算されます。

例 2.3. 例2.1で考えたパラメータnとpをもつ2項変数Xを考えます。Xの特

性関数を別の方法で計算しましょう。まず、独立な確率変数X1, X2, · · · , Xn

を

P (Xi = 0) = q, P (Xi = 1) = p (i = 1, 2, · · · , n)

によって定義します。これらの確率変数 X1, X2, · · · , Xn は 0と 1に値を
とることに注意します。このとき、2項変数X は、X1, X2, · · · , Xnの和と

して

X = X1 + X2 + · · ·+ Xn

と書くことができます。このときXi の特性関数 ϕi(ξ)は

ϕi(ξ) = ei0ξq + ei1ξp = q + peiξ

と計算されます。このことから 2項変数X の特性関数は

ϕ(ξ) = (ϕ1(ξ))
n = (q + peiξ)n

と求めることができます。

例 2.4. 独立な確率変数X1, · · · , Xnがパラメータ λ > 0の指数分布に従う
とします。確率変数

Z = X1 + X2 + · · ·+ Xn
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の特性関数は、Xi の特性関数 ϕ(ξ)は

ϕi(ξ) =
λ

λ−√−1ξ

を用いて

ϕ(ξ) =
(

λ

λ−√−1ξ

)n

と計算されます。このことを用いてZの確率密度関数を計算します。パラメー

タ λ > 0の指数分布の確率密度関数

f(x) = Y (x)λ · e−λx

を用いると

f̂(ξ) =
∫ +∞

0

λeiξxeλxdx =
λ

λ− iξ

がXi の特性関数です。この両辺を ξに関して (n− 1)回微分します。

d

dξ
f̂(ξ) = λ

∫ +∞

0

ixe−ξxe−λxdx = λ
i

(λ− iξ)2

(
d

dξ

)2

f̂(ξ) = λ

∫ +∞

0

i2x2e−ξxe−λxdx = λ
i2 · 2

(λ− iξ)3
(

d

dξ

)3

f̂(ξ) = λ

∫ +∞

0

i3x3e−ξxe−λxdx = λ
i3 · 3!

(λ− iξ)4
(

d

dξ

)n−1

f̂(ξ) = λ

∫ +∞

0

in−1xn−1e−ξxe−λxdx = λ
in−1 · (n− 1)!

(λ− iξ)n

から

λ

∫ +∞

0

xn−1eiξxe−λxdx = λ
(n− 1)!

(λ−√−1ξ)n

を得ます。Z の特性関数が右辺となるようにすると
∫ +∞

0

λnxn−1

(n− 1)!
eiξxe−λxdx =

(
λ

λ−√−1ξ

)n

となります。特性関数の一意性から Z の確率密度関数が

fn(z) =
λnxn−1

(n− 1)!
e−λxY (x)

で与えられることが分かりました。
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2.5.1 正規変数の特性関数

まず標準正規変数について考えます。すなわち期待値 0、標準偏差 1 の正
規変数X について考えます。X の確率密度関数は

f(x) =
1√
2π

· e− x2
2

で与えられます。正規変数 X の特性関数を計算します。そのために Taylor
展開

cos(xξ) =
+∞∑

k=0

(−1)k

(2k)!
x2kξ2k

を用いると、

f̂(ξ) =
1√
2π

·
∫ +∞

−∞
cos(xξ)e−

x2
2 dx

=
1√
2π

·
∫ +∞

−∞

+∞∑

k=0

(−1)k

(2k)!
x2kξ2ke−

x2
2 dx

=
+∞∑

k=0

(−1)kξ2k

(2k)!
· 1√

2π
·
∫ +∞

−∞
x2ke−

x2
2 dx

=
+∞∑

k=0

(−1)kξ2k

(2k)!
· E[X2k]

=
+∞∑

k=0

(−1)kξ2k

(2k)!
· 1√

π
· 2kΓ(k +

1
2
)

となります。最後の無限和を計算するために Γ(k + 1
2 )を計算します。すな

わち

Γ(k +
1
2
) = (k − 1

2
)Γ(k − 1

2
)

= (k − 1
2
)(k − 3

2
)Γ(k − 3

2
)

= · · · = (k − 1
2
)(k − 3

2
) · · · 3

2
1
2
Γ(

1
2
)

=
(2k − 1)(2k − 3) · · · 3 · 1

2k

√
π
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を得ます。これを f̂(ξ)の式に代入して

f̂(ξ) =
+∞∑

k=0

(−1)kξ2k

(2k)!
· 1√

π
· 2k · (2k − 1)(2k − 3) · · · 3 · 1

2k

√
π

=
+∞∑

k=0

(−1)kξ2k

(2k)!
· (2k − 1)(2k − 3) · · · 3 · 1

=
+∞∑

k=0

(−1)kξ2k

2k · k!

=
+∞∑

k=0

1
k!

(
−ξ2

2

)k

= e−
ξ2

2

が従います。ここで

(2k − 1)(2k − 3) · · · 3 · 1
(2k)!

=
(2k − 1)(2k − 3) · · · 3 · 1

2k(2k − 1)(2k − 2) · 3 · 2 · 1
=

1
2k(2k − 2)(2k − 4) · · · 4 · 2 =

1
2kk!

と計算しました。以上で標準正規変数X の特性関数は

ϕ(ξ) = e−
ξ2

2

となることを示しました。

次に一般の正規変数に対する特性関数を計算します。そのために、少し一

般的な注意をします。

確率変数Xが確率密度関数 f(x)を持つとします。このとき正の定数 λ > 0
に対して確率変数 Y = λX を定義すると、その確率密度関数は

1
λ

f(λy)

で与えられます。実際、このことは

P (a ≤ Y ≤ b) = P (
a

λ
≤ X ≤ b

λ
)

=
∫ b

λ

a
λ

f(x)dx

=
∫ b

a

f(
y

λ
)
1
λ

dy

から従います。

他方、確率変数X が確率密度関数 f(x)を持つとします。このとき実定数
mに対して、確率変数 Y = X + mを定義すると、その確率密度関数は

f(y −m)
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で与えられます。

以上の注意から、確率変数 X を用いて Z = σX + mと新たな確率変数を

導入すると、その確率密度関数は、X の確率密度関数 f(x)を用いて

1
σ
· f

(
z −m

σ

)

で与えられます。この確率変数 Z の特性関数 ϕ(ξ)は X の特性関数 f̂(ξ)を
用いて次のように計算されます。

∫ +∞

−∞
eizξ · f

(
z −m

σ

)
1
σ

dz =
∫ +∞

−∞
ei(σx+m)ξ · f(x)dx

= eimξ

∫ +∞

−∞
eiσxξ · f(x)dx

= eimξ f̂(σξ)

と計算されます。

ここで Zを期待値m、標準偏差 σの正規変数とします。すると、Z は標準

正規変数X を用いて

Z = σX + m

と書くことができますこのことを用いると、Z の特性関数は

ϕ(ξ) = eimξe−
σ2
2 ξ2

となることがわかります。

つぎに Ziが、期待値mi、標準偏差 σiの正規変数とします。Z1と Z2が独

立とするときに、Z = Z1 + Z2 によって新たな確率変数を導入します。この

とき Z の特性関数は

ϕ(ξ) = eim1ξe−
σ2
1
2 ξ2 · eim2ξe−

σ2
2
2 ξ2

= ei(m1+m2)ξe−
σ2
3
2 ξ2

と計算されます。ここで

σ2
3 = σ2

1 + σ2
2

によって σ3を計算しました。特性関数が、確率分布から一意的に定まること

を認めると確率変数 Z は期待値m1 + m2、標準偏差 σ3の正規変数であるこ

とが示されました。
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